
REPREZENTACJE INDUKOWANE I TEORIA MACKEYA

PIOTR MIKO�AJ SO�TAN

Streszczenie. Niniejsze notatki stanowi¡ uzupeªnienie wykªadów �Teoria grup I� na Wydziale
Fizyki UW o elementy teorii reprezentacji indukowanych i teorii Mackeya wraz z klasy�kacj¡
nieprzywiedlnych reprezentacji sko«czonych grup postaci G “ A ¸ H, gdzie A jest grup¡ prze-
mienn¡.
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1. Wst¦p

Wszystkie grupy, którymi b¦dziemy si¦ zajmowa¢ w b¦d¡ sko«czone, a rozwa»ane reprezen-
tacje b¦d¡ sko«czenie wymiarowe nad ciaªem liczb zespolonych C. Zakªadamy znajomo±¢ podsta-
wowych poj¦¢ i faktów z teorii reprezentacji grup sko«czonych. Materiaª oraz u»yta erminologia i
oznaczenia oparte s¡ na ksi¡»ce [1].

2. Definicja reprezentacji indukowanej

Niech G b¦dzie grup¡, K jej podgrup¡, a ρ reprezentacj¡ K na przestrzeni wektorowej V
(b¦dziemy pisa¢ ρ P ReppG,V q). Zde�niujmy

Z “
 

f : GÑ V @ g P G, k P K fpgkq “ ρpkq´1fpgq
(

.

�atwo sprawdzamy, »e Z jest przestrzeni¡ wektorow¡ wzgl¦dem naturalnych operacji na funkcjach
GÑ V . Dalej, dla dowolnej f P Z oraz g P G funkcja

G Q h ÞÝÑ fpg´1hq P V

tak»e nale»y do Z, a wi¦c odwzorowanie σpgq : f ÞÑ fpg´1¨q jest operatorem liniowym na Z. Jest
jasne, »e

σ : G Q g ÞÝÑ σpgq P GLpV q

jest reprezentacj¡ G na Z. Reprezentacj¦ t¦ nazywamy reprezentacj¡ indukowan¡ z reprezentacji
ρ podgrupy K. Oznaczamy

σ “ IndGK ρ, Z “ IndGK V.

Oznacze« Z i σ b¦dziemy cz¦sto u»ywa¢.

Uwaga 2.1.

1
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(1) Niech ρ P ReppK,V q i ρ1 P ReppK,V 1q b¦d¡ równowa»ne: istnieje izomor�zm U : V Ñ V 1

taki, »e

ρ1pkq “ UρpkqU´1, k P K.

Niech Z “ IndGK V , σ “ IndGK ρ i Z 1 “ IndGK V
1, σ “ IndGK ρ

1, tj.

Z “
 

f : GÑ V @ g P G, k P K fpgkq “ ρpkq´1fpgq
(

,

Z 1 “
 

f 1 : GÑ V 1 @ g P G, k P K f 1pgkq “ ρ1pkq´1f 1pgq
(

oraz
`

σpgqf
˘

phq “ fpg´1hq, f P Z, g, h P G,
`

σ1pgqf 1
˘

phq “ f 1pg´1hq, f 1 P Z 1, g, h P G.

Dla f P Z de�niujemy Γf : GÑ V 1 kªad¡c pΓfqpgq “ Ufpgq. Mamy dla g P G i k P K

pΓfqpgkq “ Ufpgkq “ Uρpkq´1fpgq “ ρ1pgq´1Ufpgq “ ρ1pgq´1pΓfqpgq,

czyli Γf P Z 1. �atwo sprawdzi¢, »e Γ jest izomor�zmem Z na Z 1 i dla g, h P G zachodzi
`

σ1pgqΓF
˘

phq “ pΓfqpg´1hq “ Ufpg´1hq “ U
`

σpgqf
˘

phq “
`

Γσpgqf
˘

phq.

Zatem dla ka»dego g P G mamy σ1pgqΓ “ Γσpgq, czyli σ i σ1 s¡ równowa»ne.

(2) NiechK i rK b¦d¡ podgrupami G i niech ρ P ReppK,V q i rρ P Repp rK,V q. Niech φ P AutpGq

b¦dzie taki, »e rK “ φpKq i rρ “ ρ˝φ´1. Oznaczmy Z “ IndGK V , σ “ IndGK ρ i
rZ “ IndG

ĂK
rV ,

rσ “ IndG
ĂK
rρ, tj.

Z “
 

f : GÑ V @ g P G, k P K fpgkq “ ρpkq´1fpgq
(

,

rZ “
 

rf : GÑ V @ g P G,rk P rK rfpgrkq “ rρprkq´1
rfpgq

(

oraz
`

σpgqf
˘

phq “ fpg´1hq, f P Z, g, h P G,
`

rσpgq rf
˘

phq “ rfpg´1hq, rf P rZ, g, h P G.

Dla f P Z zde�niujmy Θf : GÑ V kªad¡c

pΘfqpgq “ f
`

φ´1pgq
˘

, g P G.

Mamy dla ka»dego g P G i rk P rK

pΘfqpgrkq “ f
`

φ´1pgrkq
˘

“ f
`

φ´1pgqφ´1prkq
˘

“ ρ
`

φ´1prkq
˘´1

f
`

φ´1pgq
˘

“ ρ
`

φ´1prkq
˘´1
pΘfqpgq,

czyli Θf P rZ. Oczywi±cie Θ jest izomor�zmem Z Ñ rZ. Ponadto dla g, h P G
`

rσpgqΘf
˘

phq “ pΘfqpg´1hq “ f
`

φ´1pg´1hq
˘

“ f
`

φ´1pg´1qφ´1phq
˘

“
`

σpφ´1pgqqf
˘`

φ´1phq
˘

“
`

Θσpφ´1pgqqf
˘

phq,

co pokazuje, »e rσ « σ ˝ φ´1. W szczególno±ci, je±li φ P InnpGq, to rσ « σ.
(3) Niech K1 i K2 b¦d¡ podgrupami G, φ P InnpGq b¦dzie taki, »e K2 “ φpK1q i dla i “ 1, 2

niech ρi P ReppKi, Viq b¦d¡ takie, »e ρ2 « ρ1 ˝ φ
´1. Wtedy

IndGK1
ρ1 « IndGK2

ρ1 ˝ φ
´1

na mocy punktu (2), a

IndGK2
ρ1 ˝ φ

´1 « IndGK2
ρ2

na mocy punktu (1). St¡d IndGK1
ρ1 « IndGK2

ρ2.

Dla v P V zde�niujmy fv : GÑ V kªad¡c

fvpgq “

#

ρpgq´1v g P K,

0 g R K.
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�atwo si¦ przekona¢, »e fv P Z: niech g P G i k P K. Wtedy

fvpgkq “

#

ρpgkq´1v gk P K,

0 gk R K

“

#

ρpkq´1ρpgq´1v g P K,

0 g R K

“ ρpkq´1fvpgq.

Co wi¦cej T : V Q v ÞÑ fv P Z jest injektywnym odwzorowaniem liniowym i dla ka»dego k P K
mamy

`

σpkqTv
˘

pgq “
`

σpkqfv
˘

pgq “ fvpk
´1gq

“

#

ρpk´1gq´1v g´1k P K,

0 g´1k R K

“

#

ρpgq´1ρpkqv g P K,

0 g R K

“ fρpkqvpgq “
`

Tρpkqv
˘

pgq.

Innymi sªowy Tρpkq “ σpkqT dla wszystkich k P K.
Niech V0 “ imT . Z powy»szych rozwa»a« wynika, »e V0 Ă Z jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡

dla operatorów
 

σpkq k P K
(

(innymi sªowy V0 jest K-niezmiennicza). Dalej niech S b¦dzie
ukªadem reprezentantów warstw K w G:

G “
ğ

sPS
sK.

Stwierdzenie 2.2. Mamy Z “
À

sPS
σpsqV0.

Dowód. Niech f P Z. Dla s P S zde�niujmy vs “ fpsq. We¹my g P G i obliczmy
ˆ

ÿ

sPS
σpsqfvs

˙

pgq.

Poniewa» g mo»na zapisa¢ jednoznacznie w postaci g “ s1k dla s1 P S i k P K, wi¦c dla dowolnego
s P S mamy

`

σpsqfvs
˘

pgq “ fvsps
´1gq “ fvsps

´1s1kq “

#

ρps´1s1kq´1vs s´1s1k P K,

0 s´1s1k R K

“

#

ρps´1s1kq´1vs s´1s1 P K,

0 s´1s1 R K

“ δs,s1fvspkq “ δs,s1fvs1 pkq

Zatem
ˆ

ÿ

sPS
σpsqfvs

˙

pgq “
ÿ

sPS
σpsqfvspgq “

ÿ

sPS
δs,s1fvs1 pkq “ fvs1 pkq

“ ρpkq´1vs1 z de�nicji f...

“ ρpkq´1fps1q z de�nicji vs1

“ fps1kq z de�nicji Z

“ fpgq.

Skora tak jest dla wszystkich g otrzymujemy f “
ř

sPS
σpsqfvs P

ř

sPS σpsqV0.
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Ponadto dla ró»nych s, s1 P S mamy σpsqV0 X σps
1q “ t0u, gdy» wtedy dla dowolnych v, v1 P V

i ka»dego g

`

σpsqfv
˘

pgq “

#

ρps´1gq´1v g P sK,

0 g R sK,

`

σps1qfv1
˘

pgq “

#

ρps1
´1
gq´1v1 g P s1K,

0 g R s1K,

czyli funkcje nale»¡ce do σpsqV0 X σps
1qV0 maj¡ no±nik zawarty w sK X s1K “ H. �

Wniosek 2.3. Mamy dim IndGK ρ “ rG : Ksdim ρ.

Dowód. dim IndGK ρ “ dim IndGK V “
ř

sPS
dimσpsqV0 “ |S|dimV “ rG : Ks dim ρ “ rG : Ksdim ρ.

�

Uwaga 2.4. Zauwa»my, »e podprzestrze« V0 skªada si¦ dokªadnie z tych funkcji nale»¡cych do
Z “ IndGK V , których no±nik zawarty jest w podgrupie K. Istotnie: dla ka»dego v P V no±nik
funkcji fv zawarty jest w K, a elementy podprzestrzeni wyst¦puj¡cych w rozkªadzie

Z “
à

sPS
σpsqV0

maj¡ no±niki w warstwach sK (s P S).

Stwierdzenie 2.5. Niech K b¦dzie podgrup¡ G i niech S b¦dzie ukªadem reprezentantów warstw

K w G. Niech τ P ReppG,W q i niech V Ă W b¦dzie K-niezmiennicz¡ podprzestrzeni¡ tak¡, »e

W “
À

sPS
τpsqV . Wtedy τ « IndGK ρ, gdzie ρ P ReppK,V q jest zde�niowana przez

ρpkq “ τpkq
ˇ

ˇ

V
, k P K.

Dowód. Niech Z “ IndGK V i σ “ IndGK ρ oraz niech V0 “
 

fv v P V
(

Ă Z. Oczywi±cie V0 – V .
Mamy

W “
à

sPS
τpsqV i Z “

à

sPS
σpsqV0.

Wykorzystuj¡c rozkªad dowolnego w P W na skªadniki w podprzestrzeniach
`

τpsqV
˘

sPS de�niu-
jemy Φ : W Ñ Z kªad¡c

Φpwq “ Φ

ˆ

ÿ

sPS
τpsqvs

˙

“
ÿ

sPS
σpsqfvs .

Jest jasne, »e Φ jest izomor�zmem przestrzeni wektorowych. We¹my teraz s P S, g P G i v P V .
Rozkªadaj¡c element gs na gs “ s1k dla jedynych s1 P S i k P K otrzymujemy

τpgq
`

τpsqv
˘

“ τpgsqv “ τps1kqv “ τps1qτpkqv “ τps1qρpkqv

oraz

σpgq
`

σpsqfv
˘

“ σpgsqfv “ σps1qσpkqfv “ σps1qfρpkqv,

a skoro σpsqfv “ Φ
`

τpsqv
˘

i σps1qfρpkqv “ Φ
`

τps1qρpkqv
˘

, otrzymujemy

σpgqΦ “ Φτpgq, g P G,

czyli τ jest równowa»na σ “ IndGK ρ. �

Przykªad 2.6. Niech ρ b¦dzie trywialn¡ (jednowymiarow¡) reprezentacj¡ podgrupy K grupy G.
Mamy

IndGK C “
 

f : GÑ C @ g P G, k P K fpgkq “ fpgq
(

,

a wi¦cIndGK C mo»na w naturalny sposób uto»sami¢ z przestrzeni¡ wszystkich funkcji G{K Ñ C.
Oznaczaj¡c σ “ IndGK ρ mamy dla f P IndGK C i g P G

`

σpgqf
˘

pg1kq “ fpg´1g1kq, g1 P G, k P K,
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a wi¦c σpgqf “ f ˝ α´1
g , gdzie α : GÑ PermpG{Kq jest kanonicznym dziaªaniem G na G{K:

αgpg
1Kq “ gg1K, g, g1 P G.

Innymi sªowy IndGK ρ jest reprezentacj¡ permutacyjn¡ G na przestrzeni funkcji na G{K.

Uwaga 2.7. Bior¡c w przykªadzie 2.6K “ teu otrzymujemy IndGK ρ “ λ, gdzie λ jest reprezentacj¡
regularn¡ G.

3. Podstawowe wªasno±ci funktora indukcji

Twierdzenie 3.1 (zasada indukcji etapami). Niech H b¦dzie podgrup¡ G, a K podgrup¡ H. Niech

ρ P ReppK,V q. Wówczas IndGH IndHK ρ « IndGK ρ.

Dowód. Mamy

IndHK V “
 

f 1 : H Ñ V @ h P H, k P K f 1phkq “ ρpkq´1f 1phq
(

i oznaczaj¡c σ “ IndHK ρ

IndGH IndHK V “
 

f : GÑ IndHK V @ g P G, h P H fpghq “ σphq´1fpgq
(

.

Zde�niujmy now¡ przestrze« funkcji:

X “
 

F : GˆH Ñ V @ g P G, h, h1 P H, k P K F pgh, h1kq “ ρpkq´1F pg, hh1q
(

.

Dla f P IndGH IndHK V de�niujemy Tf : GˆH Ñ V kªad¡c

pTfqpg, hq “ fpgqphq, g P G, h P H.

Wówczas Tf P U , gdy»

pTfqpgh, h1kq “ fpghqph1kq

“ ρpkq´1fpghqph1q poniewa» fpghq P IndHK V

“ ρpkq´1
`

σph´1qf
˘

pgq poniewa» f P IndKH IndHK V

“ ρpkq´1fpghqphh1q

“ ρpkq´1pTfqpg, hh1q

dla dowolnych g P G, h, h1 P H i k P K.
W ten sposób zde�niowali±my odwzorowanie liniowe T : IndGH IndHK V Ñ U i jest jasne, »e

kerT “ t0u.
Zauwa»my dalej, »e dla dowolnego F P U funkcja

G Q g ÞÝÑ F pg, ¨q

nale»y do IndGH IndHK V . Istotnie:

‚ po pierwsze dla ustalonego g funkcja H Q h ÞÑ F pg, hq P V nale»y do IndHK V , jako »e

F pg, hkq “ F pge, hkq “ ρpkq´1F pg, ehq “ ρpkq´1F pg, hq, h P H, k P K,

‚ po drugie dla h, h1 P H

F pgh, ¨qph1q “ F pgh, h1q “ F pgh, h1eq

“ ρpeq´1F pg, hh1q “ F pg, hh1q

“ F pg, ¨qphh1q “
`

σph´1qF pg, ¨q
˘

ph1q “
`

σphq´1F pg, ¨q
˘

ph1q.

Oczywi±cie odwzorowanie

S : U Q F ÞÝÑ
`

g ÞÑ F pg, ¨q
˘

P IndGH IndHK V

jest odwrotne do T :

TS “ 1U , ST “ 1IndGH IndHK V .

W szczególno±ci przestrzenie U i IndGH IndHK V s¡ izomor�czne.
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Zauwa»my teraz, »e dla dowolnej F P U mamy

F pgh, eq “ F pgh, eHeKq “ ρpeKq
´1F pg, heHq “ F pg, hq,

a wi¦c warto±ci F na G ˆ H s¡ wyznaczone przez jej warto±ci na G ˆ teu. Teraz dla F P U
zde�niujmy SF : GÑ V kªad¡c

pSF qpgq “ F pg, eq, g P G.

Wtedy

pSF qpgkq “ F pgk, eq “ F pg, kq
“ F pge, ekq “ ρpkq´1F pg, eq
“ ρpkq´1pSF qpgq,

g P G, k P K.

a wi¦c SF P IndGK ρ. Innymi sªowy S jest odwzorowaniem U Ñ IndGK V i oczywi±cie kerS “ t0u.

Odwzorowanie S jest tak»e surjekcj¡, gdy» dla ψ P IndGK V funkcja Fψ zde�niowana wzorem

Fψpg, hq “ ψpghq, g P G, h P H

nale»y do U : dla wszystkich g P G, h, h1 P H i k P K mamy

Fψpgh, h
1kq “ ψpghh1kq

“ ρpkq´1ψpghh1q poniewa» ψ P IndGK V

“ ρpkq´1F pg, hh1q,

a ponadto SFψ “ Fψp¨, eq “ ψp¨eq “ ψ.
Wykazali±my wi¦c, »e mamy izomor�zmy

IndGH IndHK V
T // U

S // IndGK V .

Oznaczmy α “ IndGK ρ, γ “ IndGH IndHK ρ i Θ “ ST . Poka»emy, »e operator Θ splata α i γ.

Zacznijmy od tego, »e dla f P IndGH IndHK V mamy

pΘfqpgq “ pTfqpg, eq “ fpgqpeq, g P G.

Zatem dla g1, g2 P G mamy
`

αpg1qΘf
˘

pg2q “ pΘfqpg
´1
1 g2q “ fpg´1

1 g2qpeq
“
`

γpg1qf
˘

pg2qpeq “
`

Θγpg1qf
˘

pg2q,
f P IndGH IndHK V,

a wi¦c αpg2qΘ “ Θγpg1q. �

Dla dowolnych dwóch reprezentacji α P ReppG,V q i β P ReppG,W q symbolem HomGpα, βq
b¦dziemy oznacza¢ przestrze« operatorów splataj¡cych reprezentacje α i β. Dalej, dla podgrupy
K Ă G symbolem ResGK α b¦dziemy oznacza¢ obci¦cie reprezentacji α do K.

Twierdzenie 3.2 (wzajemno±¢ Frobeniusa). Niech K b¦dzie podgrup¡ G i niech ρ P ReppK,V q
oraz σ P ReppG,W q. Wówczas przestrzenie

HomGpσ, IndGK ρq oraz HomKpResGK σ, ρq

s¡ naturalnie izomor�czne.

Dowód. Niech T P HomGpσ, IndGK ρq. Wówczas dla dowolnego w P W wektor Tw nale»y do
przestrzeni

IndGK V “
 

f : GÑ V @ g P G, k P K fpgkq “ ρpkq´1fpgq
(

.

De�niujemy pT : W Ñ V kªad¡c

pTw “ pTwqpeq, w PW.
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Dla w PW i k P K mamy

pT
`

σpkqw
˘

“
`

Tσpkqw
˘

peq z de�nicji pT

“
`

pIndGK ρqpkqTw
˘

peq poniewa» T P HomGpσ, IndGK ρq

“ pTwqpk´1q z de�nicji IndGK ρ

“ ρpkqpTwqpeq z de�nicji IndGK V

“ ρpkqp pTwq.

Innymi sªowy pT P HomKpResGK σ, ρq.

Teraz niech S P HomKpResGK σ, ρq. Dla w PW zde�niujmy funkcj¦ qSw : GÑ V kªad¡c

pqSwqpgq “ Sσpgq´1w, g P G.

Sprawd¹my, »e qSw nale»y do IndGK V : dla g P G i k P K mamy

pqSwqpgkq “ Sσpgkq´1w “ Sσpkq´1σpgq´1w

“ ρpkq´1Sσpgq´1w poniewa» S P HomKpResGK σ, ρq

“ ρpkq´1pqSwqpgq.

Tak wi¦c qS jest operatoremW Ñ IndGK V . Ponadto splata on reprezentacje σ i IndGK ρ: dla w PW
i g, h P G

`

pIndGK ρqpgq
qSw

˘

phq “ pqSwqpg´1hq z de�nicji IndGK ρ

“ Sσpg´1hq´1w z de�nicji pS

“ Sσph´1gqw

“ Sσph´1qσpgqw

“
`

qSσpgqw
˘

phq.

Innymi sªowy qS P HomGpσ, IndGK ρq.
Zde�niowali±my operacje

HomGpσ, IndGK ρq

T ÞÝÑ pT

))
HomKpResGK σ, ρq.

qS ÞÝÑS

hh

Pozostaje wykaza¢, ze s¡ one wzajemnie odwrotne: dla S P HomKpResGK σ, ρq i w PW mamy

p

qSw “ pqSwqpeq “ Sσpeq´1w “ Sw,

czyli
p

qS “ S. Podobnie, dla T P HomGpσ, IndGK ρq, w PW i g P G

`

q

pTw
˘

pgq “ pTσpgq´1w “
`

Tσpgq´1w
˘

peq “
`

Tσpg´1qw
˘

peq “
`

IndGK ρpg
´1qTwqpeq “ pTwqpgq,

a wi¦c mamy tak»e
q

pT “ T dla wszystkich T P HomGpσ, IndGK ρq. �

Uwaga 3.3. Wzajemno±¢ Frobeniusa pozwala poda¢ krótki dowód zasady indukcji etapami. Aby
to zobaczy¢ oznaczmy przez IrrG zbiór reprezentantów wszystkich klas równowa»no±ci nieprzy-
wiedlnych reprezentacji grupy G. Dalej niech H b¦dzie podgrup¡ G, a K podgrup¡ H i niech
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ρ P ReppK,V q. Wówczas

IndGH IndHK ρ «
à

αPIrrG

dim HomGpα, IndGH IndHK ρq ¨ α

“
à

αPIrrG

dim HomHpResGH α, IndHK ρq ¨ α

“
à

αPIrrG

dim HomKpResHK ResGH α, ρq ¨ α

“
à

αPIrrG

dim HomKpResGK α, ρq ¨ α

“
à

αPIrrG

dim HomGpα, IndGK ρq ¨ α « IndGK ρ.

4. Unitarno±¢ i charakter reprezentacji indukowanej

Stwierdzenie 4.1. Niech ρ P ReppG,V q b¦dzie reprezentacj¡ unitarn¡ i oznaczmy iloczyn skalarny

w V symbolem x¨ ¨yV . Wtedy

(1) wzór

xf1 f2y “
1
|K|

ÿ

gPG

xf1pgq f2pgqyV

de�niuje iloczyn skalarny na IndGK V , wzgl¦dem którego reprezentacja IndGK ρ jest unitarna.
(2) Niech te1, . . . , enu b¦dzie baz¡ ortonormaln¡ V i niech S b¦dzie ukªadem reprezentantów

warstw K w G. Wtedy wektory,

fs,j “ σpsqfej , s P S, j “ 1, . . . , n (4.1)

tworz¡ baz¦ ortonormaln¡ przestrzeni IndGK V .

Dowód. Jest jasne, »e x¨ ¨y jest iloczynem skalarnym na IndGK V . Niech σ oznacza reprezentacj¦

IndGK ρ. Dla dowolnego g P G oraz f1, f2 P V mamy

xσpgqf1 σpgqf2y “
1
|K|

ÿ

g1PG

@`

σpgqf1
˘

pg1q
`

σpgqf2
˘

pg1q
D

V

“ 1
|K|

ÿ

g1PG

@

f1pg
´1g1q f2pg

´1g1q
D

V

“ 1
|K|

ÿ

g2PG

@

f1pg
2q f2pg

2q
D

V
“ xf1 f2y ,

a wi¦c σ jest reprezentacj¡ unitarn¡.
Niech V0 “

 

fv v P V
(

, gdzie

fvpgq “

#

ρpgq´1 g P K,

0 g R K,
g P G.

Wówczas dla dowolnych v, w P V mamy

xfv fwy “
1
|K|

ÿ

gPG

xfvpgq fwpgqyV

“ 1
|K|

ÿ

gPK

@

ρpgq´1v ρpgq´1w
D

V

“ 1
|K|

ÿ

gPK

xv wyV “ xv wyV

poniewa» ρ jest reprezentacj¡ unitarn¡. Wynika st¡d, »e v ÞÑ fv jest izometri¡ i w konsekwencji
ukªad

 

fe1 , . . . , fen
(

jest baz¡ ortonormaln¡ V0.
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Wiemy, »e IndGK V “
À

sPS
σpsqV0 i dla ka»dego s odwzorowanie σpsq jest unitarne, a st¡d ukªad

 

fs,i, . . . , fs,n
(

“
 

σpsqfe1 , . . . , σpsqfen
(

jest baz¡ ortonormaln¡ σpsqV0. Aby przekona¢ si¦, »e (4.1) wystarczy wykaza¢, »e dla ró»nych
s, s1 P S mamy σpsqV0 K σps1qV0. We¹my wi¦c v, w P V i s, s1 P S takie, »e s ‰ s1. Wtedy

@

σpsqfv σps
1qfw

D

“ 1
|K|

ÿ

gPG

A

fvps
´1gq fwps

1´1
gq
E

V
“ 0,

poniewa» funkcja g ÞÑ fvps
´1gq ma no±nik w warstwie sK, a funkcja g ÞÑ fwps

1´1
gq ma no±nik w

warstwie s1K. �

Uwaga 4.2. Niech � jak zwykle � K b¦dzie podgrup¡ G i niech ρ P ReppK,V q. Dalej niech

σ “ IndGK ρ i niech v, w P V , Wówczas dla dowolnego P G mamy

xfv σpgqfwy “
1
|K|

ÿ

g1PG

@

fvpg
1q fwpg

´1g1q
D

V

“ 1
|K|

ÿ

g1PK

@

fvpg
1q fwpg

´1g1q
D

V

“

$

&

%

1
|K|

ř

g1PK

@

ρpg1q´1v ρpg1q´1ρpgqw
D

V
g P K,

0 g R K

“

$

&

%

1
|K|

ř

g1PK

xv ρpgqwyV g P K,

0 g R K

“

#

xv ρpgqwyV g P K,

0 g R K.

Twierdzenie 4.3. Niech K b¦dzie podgrup¡ G i niech ρ P ReppK,V q. Wtedy

χIndGK ρpgq “
1
|K|

ÿ

tPG
t´1gtPK

χρpt
´1gtq, g P G. (4.2)

Dowód. Mo»emy przyj¡¢, »e ρ jest unitarna. Wtedy σ “ IndGK ρ tak»e jest unitarna dla iloczynu
skalarnego zde�niowanego w twierdzeniu 4.1(1). Dalej niech S b¦dzie ukªadem reprezentantów

warstw K w G i niech tfs,j s P S, j “ 1, . . . , nu b¦dzie baz¡ ortonormaln¡ IndGK V skonstruowan¡
w twierdzeniu 4.1(2). Korzystaj¡c z wzoru opisanego w uwadze 4.2 obliczamy dla g P G:

χIndGK ρpgq “ χσpgq “ Tr
`

σpgq
˘

“
ÿ

sPS

n
ÿ

j“1

xfs,j σpgqfs,jy

“
ÿ

sPS

n
ÿ

j“1

@

σpsqfej σpgqσpsqfej
D

“
ÿ

sPS

n
ÿ

j“1

@

fej σps
´1gsqfej

D

“
ÿ

sPS
s´1gsPK

n
ÿ

j“1

@

ej ρps
´1gsqej

D

V

“
ÿ

sPS
s´1gsPK

Tr
`

ρps´1gsq
˘

“
ÿ

sPS
s´1gsPK

χρps
´1gsq.
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We¹my teraz dowolny element t P G i zapiszmy go w postaci t “ sk dla pewnego s P S i k P K.
Wówczas

´

t´1gt P K
¯

ðñ

´

s´1gs P K
¯

i dla t speªniaj¡cych ten warunek

χρpt
´1gtq “ χρpk

´1s´1gskq “ χρps
´1gsq.

St¡d natychmiast otrzymujemy wzór (4.2).
�

5. Obci¦cia do podgrup i kryterium nieprzywiedlno±ci

Niech H i K b¦d¡ podgrupami G. Wówczas relacja „ zde�niowana przez
´

g „ g1
¯

ðñ

´

D h P H, k P K g1 “ hgk
¯

, g, g1 P G

jest relacj¡ równowa»no±ci, a jej klasy abstrakcji � zwane warstwami podwójnymi H i K w G � s¡
postaci

HgK “
 

hgk h P H, k P K
(

, g P G.

Niech T b¦dzie ukªadem reprezentantów warstw podwójnych H i K w G:

G “
ğ

tPT
HtK.

Niech ρ P ReppK,V q. Dla t P T przyjmijmy Ht “ H X tKt´1. Wówczas Ht jest podgrup¡ H,
a wzór

ρtpuq “ ρpt´1utq, u P Ht

de�niuje reprezentacj¦ Ht na V .

Twierdzenie 5.1. Mamy ResGH IndGK ρ «
À

tPT
IndHHt ρt.

Dowód. Oznaczmy Z “ IndGK V i σ “ IndGK ρ. Dla t P T niech

Zt “ span
 

σpgqV0 g P HtK
(

“ span
 

σphqσptqV0 h P H
(

,

gdzie V0 “
 

fv v P V
(

.
Mamy oczywi±cie Z “

À

tPT
Zt (podprzestrzenie te s¡ nawet ortogonalne dla iloczynu skalarnego

opisanego w cz¦±ci 4).
Jest jasne, »e ka»da z podprzestrzeni Zt jest H-niezmiennicza. Poka»emy, »e podreprezentacja

ResGH σ odpowiadaj¡ca tej podprzestrzeni jest równowa»na IndHHt ρt.

(1) Podprzestrze« σptqV0 Ă Zt jest Ht-niezmiennicza i dla u P Ht mamy

V

ρpt´1utq“ρtpuq

��

v ÞÑfv // V0

σpt´1utq

��

σptq // σptqV0

σpuq“pResGH σqpuq

��
V

v ÞÑfv

// V0
σptq

// σptqV0

a wi¦c odpowiednia reprezentacja Ht jest równowa»na ρt.
(2) Niech St b¦dzie ukªadem reprezentantów warstw Ht w H. Wtedy

Zt “
à

sPSt
pResGH σqpsq

`

σptqV0
˘

.

Punkty (1) i (2) gwarantuj¡, na mocy stwierdzenia 2.5, »e podreprezentacja reprezentacji ResGH σ

odpowiadaj¡ca podprzestrzeni Zt jest równowa»na IndHHt ρt. �
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Uwaga 5.2. Opisany w Twierdzeniu 5.1 rozkªad reprezentacji ResGH IndGK ρ z dokªadno±ci¡ do
równowa»no±ci nie zale»y od wyboru ukªadu reprezentantów warstw podwójnych H i K w G.
Przeanalizujmy ten fakt w szczególnym przypadku, gdy H “ K: niech t P G i s “ k1tk2 dla
pewnych k1, k2 P K. Wówczas

Ks “ K X k1tk2Kk
´1
2 t´1k´1

1 “ K X k1tKt
´1k´1

1 “ k1pK X tKt´1qk´1
1 “ k1Ktk

´1
1 “ φpKtq,

gdzie φ “ Adk1 P InnpGq. Dalej, dla a P Ks mamy

ρspaq “ ρps´1asq “ ρpk´1
2 t´1k´1

1 ak1tk2q

“ ρpk2q
´1ρ

`

t´1φ´1paqt
˘

ρpk2q “ ρpk2q
´1ρt

`

φ´1paq
˘

ρpk2q.

Oznacza to, »e ρs « ρt ˝ φ
´1, a st¡d, na mocy uwagi 2.1(3) otrzymujemy

IndGKt ρt « IndGKs ρs.

6. Teoria Mackeya

Twierdzenie 6.1 (Kryterium nieprzywiedlno±ci Mackeya). Niech K b¦dzie podgrup¡ G i niech ρ P

ReppK,V q. Reprezentacja IndGK ρ jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy, gdy ρ jest nieprzywiedlna

i dla ka»dego t P G KK reprezentacje ρt i ResKKt ρ s¡ rozª¡czne.

Dowód. Dla ka»dej reprezentacji σ grupy G mamy

HomGpσ, IndGK ρq – HomKpResGK σ, ρq,

a wi¦c, wstawiaj¡c do powy»szego wzoru σ “ IndGK ρ, otrzymujemy

HomGpIndGK ρ, IndGK ρq – HomKpResGK IndGK ρ, ρq, (6.1)

Reprezentacja IndGK ρ jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy, gdy wymiar przestrzeni po lewej
stronie (6.1) jest równy 1.

Twierdzenie 5.1 mówi, »e

ResGK IndGK ρ «
à

tPT
IndKKt ρt,

gdzie T jest ukªadem reprezentantów warstw podwójnych K w G i dla t P T mamy

Kt “ K X tKt´1 oraz ρtpxq “ ρpt´1xtq, x P Kt.

St¡d

HomGpIndGK ρ, IndGK ρq –
à

tPT
HomKpIndKKt ρt, ρq –

à

tPT
HomKtpρt,ResKKt ρq.

W zbiorze T jest dokªadnie jeden element k nale»¡cy do podgrupy K (reprezentant trywialnej
warstwy podwójnej), wi¦c

HomGpIndGK ρ, IndGK ρq –
à

tPT
HomKtpρt,ResKKt ρq

– HomKkpρk,ResKKk ρq ‘
à

tPT KK

HomKtpρt,ResKKt ρq.

Oczywi±cie Kk “ K i ResKKk ρk “ ρ. Ponadto ρk « ρ, gdy»

ρkpxq “ ρpk´1xkq “ ρpkq´1ρpxqρpkq, x P K.

W konsekwencji otrzymujemy

dim EndpIndGK ρq “ dim Endpρq `
ÿ

tPT KK

dim HomKtpρt,ResKKt ρq.

�

Uwaga 6.2. Rozwa»my wa»ny szczególny przypadek, a mianowicie sytuacj¦, gdy K jest podgrup¡
normaln¡. WówczasKt “ K dla wszystkich t P G i IndGK ρ jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy,
gdy ρ jest nieprzywiedlna i dla ka»dego t P G KK reprezentacje ρ i ρt “ ρ ˝Adt s¡ rozª¡czne.
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6.1. Reprezentacje iloczynów póªprostych grupy przemiennej. Niech G “ A ¸ H, gdzie
A jest grup¡ przemienn¡. Innymi sªowy G zawiera dwie podgrupy A i H, przy czym A jest
przemienna i normalna, AXH “ teu i G “ AH.

Niech pA oznacza grup¡ charakterów A. Rozwa»my dziaªanie H na pA zde�niowane wzorem

ph ¨ χqpaq “ χph´1ahq, a P A, χ P pA, h P H

(jest to dziaªanie dwoiste do dziaªania H na A). Podgrup¦ izotropii χ P pA b¦dziemy oznacza¢
symbolem Hχ.

Ustalmy χ P pA i zde�niujmy podgrup¦ Kχ Ă G:

Kχ “ AHχ “
 

ah a P A, h P Hχ

(

.

Zbiór Kχ istotnie jest podgrup¡, gdy» dla a, a1 P A i h, h1 P Hχ mamy

ah a1h1 “ aha1h´1hh1 “ paha1h´1qhh1 P AHχ “ Kχ.

Oczywi±cie Kχ jest iloczynem póªprostym Kχ “ A¸Hχ.
Ustalmy reprezentacj¦ ρ P ReppHχ, V q i zde�niujmy ρχ P ReppKχ, V q kªad¡c

ρχpahq “ χpaqρphq, a P A, h P Hχ.

�atwo sprawdzamy, »e ρχ jest odwzorowaniem multyplikatywnym: dla a, a1 P A i h, h1 P Hχ mamy

ρχpah a
1h1q “ ρχ

`

paha1h´1qhh1
˘

“ χpaha1a´1qρphh1q

“ χpaqχpha1h´1qρphqρph1q

“ χpaqχpa1qρphqρph1q

“ χpaqρphqχpa1qρph1q “ ρχpahqρχpa
1h1q.

Wreszcie zde�niujmy najwa»niejszy obiekt niniejszej cz¦±ci:

πχ,ρ “ IndGKχ ρχ.

Uwaga 6.3. Skonstruowana powy»ej reprezentacja πχ,ρ zale»y (z dokªadno±ci¡ do równowa»no±ci)
nie tyle od χ, ile od orbity χ pod dziaªaniem H. Dokªadniej niech χ1 “ s ¨ χ dla pewnego
s P H. Wtedy Hχ1 “ sHχs

´1, a wi¦c kªad¡c φ “ Ads otrzymujemy Kχ1 “ φpKχq. Ponadto dla
ah P AHχ1 “ Kχ1 mamy

ρχ
`

φ´1pahq
˘

“ ρχps
´1ass´1hsq “ χps´1asqρps´1hsq

“ ps ¨ χqpaqρps´1hsq “ χ1paqρpsq´1ρphqρpsq

“ ρpsq´1χ1paqρphqρpsq “ ρpsq´1ρχ1pahqρpsq,

czyli ρχ1 « ρχ ˝ φ
´1. Na mocy uwagi 2.1(3) mamy wi¦c πχ,ρ « πχ1,ρ.

Oczywi±cie je±li ρ1 P ReppHχ,W q i ρ
1 « ρ, to oczywi±cie ρχ « ρ1χ, wi¦c tak»e πχ,ρ « πχ,ρ1 .

Twierdzenie 6.4. Niech ξ, η P pA i γ P ReppHξ, Uq, ρ P ReppHη, V q b¦d¡ takie, »e πξ,γ « πη,ρ.
Wówczas ξ i η nale»¡ do tej samej orbity dziaªania H i uto»samiaj¡c Hξ z Hη mamy γ « ρ.

Dowód. Ustalmy η P pA oraz ρ P ReppHη, V q i oznaczmy przez π reprezentacj¦ πη,ρ. Wystarczy
wykaza¢, »e orbit¦ η i klas¦ równowa»no±ci ρ mo»na wyznaczy¢ w oparciu o informacje zawarte w
reprezentacji π.

(1) Mamy

χπpgq “
1
|Kη |

ÿ

tPG
t´1gtPKη

χρη pt
´1gtq, g P G.

Zastosujemy ten wzór do g “ a P A. Wtedy dla ka»dego t P G mamy t´1at P A Ă Kη, a
ponadto

χρη pt
´1atq “ Tr

`

ρηpt
´1atq

˘

“ Tr
`

ηpt´1atqρpeq
˘

“ pdim ρq pt ¨ ηqpaq,
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przy czym rozszerzyli±my dziaªanie H na pA do dziaªania G “ AH na pA danego tym samym

wzorem, tj. pahq ¨ χ “ h ¨ χ dla wszystkich a P A, h P H i χ P pA � w szczególno±ci orbity
tego dziaªania s¡ takie same jak dziaªania H. St¡d

χπpaq “
dim ρ
|Kη |

ÿ

tPG

pt ¨ ηqpaq.

Zwró¢my uwag¦ na fakt, »e w powy»szej sumie skªadnik pt¨ηqpaq zale»y jedynie od warstwy
podgrupy Kη do której nale»y element t. Innymi sªowy

χπpaq “ pdim ρq
ÿ

sPS
ps ¨ ηqpaq

gdzie S jest ukªadem reprezentantów warstwKη w G. Poniewa»Kη jest podgrup¡ izotropii

η (po rozszerzeniu dziaªania z H na G) widzimy, »e ResGA π jest sum¡ prost¡ reprezentacji
tworz¡cych orbit¦ η przy dziaªaniu H (wszystkich, ka»dej z krotno±ci¡ dim ρ). Tak wi¦c
orbit¦ ρ mo»na wyznaczy¢ w oparciu o informacje zawarte w π.

(2) Poniewa» reprezentacja π wyznacza orbit¦ charakteru η, mo»emy wybra¢ dowolny ξ z tej
orbity i przyj¡¢, »e π “ πξ,ρ dla pewnego ρ P ReppHξ, V q (bo πη,ρ « πξ,ρ, gdy η i ξ s¡ w
tej samej orbicie).

Niech Z b¦dzie przestrzeni¡ reprezentacji π, tj. Z “ IndGKξ ρ. Przypomnijmy, »e od-
wzorowanie T : V Ñ Z zde�niowane jako Tv “ fv, gdzie

fvpgq “

#

ρξpgq
´1 g P Kξ,

0 g R Kξ

jest injekcj¡ i dla ka»dego k P Kξ mamy πpkqT “ Tρξpgq. W szczególno±ci

πphqT “ Tρphq, h P Hξ.

Teraz niech

X “
 

z P Z @ a P A πpaqz “ ξpaqz
(

.

Wówczas X jest podprzestrzeni¡, która jest Hξ-niezmiennicza: dla z P X, a P A, h P Hξ i
g P G mamy

`

πpaqpπphqzq
˘

pgq “
`

πpahqz
˘

pgq “ z
`

pahq´1g
˘

“ zph´1a´1gq “ zph´1a´1hh´1gq

“
`

πph´1ahqz
˘

ph´1gq “ ξph´1ahqzph´1gq

“ ph ¨ ξqpaqzph´1gq “ ξpaqzph´1aq “ ξpaq
`

πphqz
˘

pgq.

Co wi¦cej, X zawiera obraz odwzorowania T : dla dowolnych a P A, v P V i g P G mamy

`

πpaqfv
˘

pgq “ fvpa
´1gq “

#

ρξpa
´1gq´1v a´1g P Kξ,

0 a´1g R Kξ

“

#

ρξpa
´1gq´1v g P Kξ,

0 g R Kξ

bo a´1g P Kξ ô g P Kξ

“

#

ρξpgq
´1ρξpaqv g P Kξ,

0 g R Kξ

“ ξpaq ¨

#

ρξpgq
´1v g P Kξ,

0 g R Kξ

“ ξpaqfvpgq.

Z drugiej strony dla z P X, a P A i g P G mamy

ξpaqzpgq “
`

πpaqz
˘

pgq “ zpa´1gq “ zpgg´1a´1gq “ ρξpg
´1a´1gq´1zpgq

“ ρξpg
´1agqzpgq “ ξpg´1agqzpgq “ pg ¨ ξqpaqzpgq
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(czwarta równo±¢ wynika z tego, »e z P Z), a wi¦c je±li g R Kξ, to pg ¨ ξqpaq ‰ a dla
pewnego a, wi¦c musi by¢ zpgq “ 0. Innymi sªowy do X nale»¡ tylko funkcje o no±niku
zawartym w Kξ, co na mocy uwagi 2.4 pokazuje, »e X pokrywa si¦ z obrazem T .

Wiemy, »e para pπ, imT q wyznacza reprezentacj¦ ρ z dokªadno±ci¡ do równowa»no±ci,
wi¦c pπ, ξq tak»e j¡ wyznacza (bo imT “ X).

�

Twierdzenie 6.5. Niech reprezentacja ρ P ReppHχ, V q b¦dzie nieprzywiedlna. Wtedy reprezen-

tacja πχ,ρ tak»e jest nieprzywiedlna.

Dowód. Aby przekona¢ si¦ o nieprzywiedlno±ci πχ,ρ “ IndGKχ ρχ skorzystamy z kryterium nieprzy-

wiedlno±ci Mackeya (twierdzenie 6.1). Mówi ono, »e πχ,ρ jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy,
gdy ρχ jest nieprzywiedlna i dla ka»dego t P G KKχ reprezentacje

ρ1 : Kχ X tKχt
´1 Q x ÞÝÑ ρχpt

´1xtq,

ρ2 : Kχ X tKχt
´1 Q x ÞÝÑ ρχpxq

s¡ rozª¡czne.
Reprezentacja ρχ jest nieprzywiedlna, gdy» ρ jest nieprzywiedlna. Pozostaje wi¦c wykaza¢

rozª¡czno±¢ ρ1 i ρ2. Je±li ρ1 i ρ2 miaªyby wspóln¡ podreprezentacj¦, to ich obci¦cia do A Ă

Kχ X tKχt
´1 tak»e miaªby wspóln¡ podreprezentacj¦, tj. nie byªyby rozª¡czne. Mo»emy zatem

ograniczy¢ si¦ do sprawdzenia, »e obci¦cia ρ1 i ρ2 do A s¡ rozª¡czne.
Poniewa» dla ka»dego t P G i a P A mamy t´1at P A, z de�nicji ρχ otrzymujemy

ρ1paq “ ρχpt
´1atq “ χpt´1atqρpeq “ pt ¨ χqpaq1V

oraz

ρ2paq “ ρχpaq “ χpaq1V .

Oznacza to, »e ρ1 w obci¦ciu do A jest wielokrotno±ci¡ t¨χ, a ρ2 w obci¦ciu do A jest wielokrotno±ci¡
χ. Ponadto t ¨ χ ‰ χ, bo t R Kχ, a zatem ρ1 i ρ2 s¡ rozª¡czne. �

Twierdzenie 6.6. Ka»da nieprzywiedlna reprezentacja G jest równowa»na πχ,ρ dla pewnego χ P pA
i nieprzywiedlnej ρ P ReppHχ, V q.

Dowód. Niech θ P ReppG,W q b¦dzie nieprzywiedlna. Reprezentacja ResGA θ rozkªada si¦ na sum¦
prost¡ reprezentacji nieprzywiedlnych, a wi¦c

W “
à

χ1P pA

Wχ1

i w ka»dej z podprzestrzeni Wχ1 operatory θpaq (a P A) dziaªaj¡ przez mno»enie przez χ1paq. Co
wi¦cej

Wχ1 “
 

w PW @ a P A θpaqw “ χ1paqw
(

.

Istnieje taki χ P pA, »e Wχ ‰ t0u. Podprzestrze« ta jest niezmiennicza dla podgrupy Hχ Ă H Ă

G: dla a P A, h P Hχ i w PWχ mamy

θpaq
`

θphqw
˘

“ θpahqw “ θphh´1ahqw

“ θphqθph´1ahqw “ θphqχph1ahqw

“ ph ¨ χqpaqθphqw “ χpaq
`

θphqw
˘

,

a wi¦c θphqw nale»y do Wχ. Oznaczmy przez ρ odpowiedni¡ reprezentacj¦ Hχ na Wχ. Reprezen-
tacja ta jest nieprzywiedlna, gdy» powy»szy rachunek pokazuje, »e je±li h P H i w P Wχ to
θphqw P Wχ wtedy i tylko wtedy, gdy h P Hχ. Nieprzywiedlno±¢ ρ jest tym samym, co fakt,
»e orbita dowolnego niezerowego w P Wχ przy dziaªaniu Hχ rozpina caª¡ podprzestrze« Wχ.
Gdyby dla pewnego w P Wχ Kt0u podprzestrze« rozpi¦ta przez

 

θphqw h P Hχ

(

byªa wªa±ciw¡
podprzestrzeni¡ Wχ, to orbita dziaªania caªej grupy H na w nie rozpinaªaby caªe przestrzeni W
(wektory

 

θphqw h P Hχ

(

rozpi¦ªyby podprzestrze« wªa±ciw¡, elementy
 

θphqw h P G KHχ

(
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le»aªyby w podprzestrzeniach Wχ1 dla χ
1 ‰ χ, a elementy A w ka»dej podprzestrzeni Wξ dziaªaj¡

jak mno»enie przez liczb¦), co stoi w sprzeczno±ci z nieprzywiedlno±ci¡ θ.
Tak jak opisali±my na pocz¡tku niniejszej cz¦±ci, mo»emy utworzy¢ podgrup¦ Kχ “ AHχ i

rozszerzamy reprezentacj¦ ρ na Kχ w efekcie otrzymuj¡c reprezentacj¦ ρχ. St¡d

dim HomKχpResGKχ θ, ρχq ě 1.

Ale HomKχpResGKχ θ, ρχq – HomGpθ, IndGKχ ρχq, a wi¦c

dim HomGpθ, IndGKχ ρχq ě 1.

Skoro θ i IndGKχ ρχ “ πχ,ρ s¡ nieprzywiedlne (na mocy twierdzenia 6.5), otrzymujemy θ « πχ,ρ. �

7. Przykªad: reprezentacje grupy dihedralnej

Grupa dihedralna D2n jest to grupa symetrii n-k¡ta foremnego. Oznaczaj¡c przez r obrót o k¡t
2π
n , a przez s dowoln¡ symetri¦ zachowuj¡c¡ n-k¡t foremny wpisany w okr¡g jednostkowy, mamy

D2n “
 

e, r, r2, . . . , rn´1, s, sr, sr2, . . . , srn´1
(

.

Podzbiór A “ te, r, . . . , rn´1u jest podgrup¡ normaln¡ izomor�czn¡ z Zn, a podzbiór H “ te, su
jest podgrup¡ izomor�czn¡ z Z2 tak¡, »e D2n “ AH i AXH “ teu. Innymi sªowy D2n – Zn¸Z2,
gdzie nietrywialny element Z2 dziaªa na Zn przez automor�zm

Zn Q b ÞÝÑ n´ b P Zn.

Zbiór pA mo»emy ªatwo uto»sami¢ ze zbiorem
 

e
2πib
n b “ 0, . . . , n´ 1

(

(7.1)

(charakterowi χ przyporz¡dkowujemy χp1q), a dziaªanie nietrywialnego elementu H na pA odbywa
si¦ przez automor�zm

e
2πib
n ÞÝÑ e´

2πib
n , b P t0, . . . , n´ 1u.

Tak wi¦c liczba i struktura zbioru orbit dziaªania H na pA zale»y od parzysto±ci n:

‚ gdy 2 | n mamy n
2 ´1 orbit dwuelementowych (grupa izotropii trywialna) oraz dwie orbity

jednoelementowe (grupa izotropii Z2);
‚ gdy 2 - n mamy n´1

2 orbit dwuelementowych (grupa izotropii trywialna) oraz jedn¡ orbit¦
jednoelementow¡ (grupa izotropii Z2).

Przeanalizujmy najpierw reprezentacje indukowane, które pochodz¡ z konstrukcji opisanej w
cz¦±ci 6.1 od orbit dwuelementowych. Ustalmy wi¦c tak¡ orbit¦ i nale»¡cy do niej charakter χ.
Innymi sªowy ustalamy liczb¦ k ze zbioru

 

1, . . . , n2 ´ 1
(

gdy 2 | n,
 

1, . . . , n´1
2

(

gdy 2 - n.

i mamy χprbq “ e
2πikb
n dla b “ 0, . . . , n´1. Poniewa» orbita jest dwuelementowa, mamy Hχ “ teu,

Kχ “ A oraz ρχ “ χ (w szczególno±ci jest to reprezentacja jednowymiarowa: V “ C). St¡d

przestrze« IndD2n

Kχ
V skªada si¦ z funkcji f : D2n Ñ C speªniaj¡cych warunek

fpgrbq “ e´
2πikb
n fpgq, g P D2n, b P t0, . . . , n´ 1u.

Widzimy wi¦c, »e ka»da taka funkcja jest jednoznacznie wyznaczona przez swoje warto±ci np. na
elementach e i s. Ustalmy zatem izomor�zm Λ : IndD2n

Kχ
V Ñ C2

Λ : f ÞÝÑ

„

fpeq
fpsq



.

Wtedy Λ´1 przyporz¡dkowuje wektorowi
“ α
β

‰

P C2 funkcj¦

sarb ÞÝÑ e´
2πikb
n α1´aβa, a P t0, 1u, b P t0, . . . , n´ 1u.
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Oznaczmy przez σ reprezentacj¦ IndD2n

Kχ
ρχ. Wówczas dla ka»dego g P D2n operator ΛσpgqΛ´1

dziaªa jako
„

α
β



ÞÝÑ

„ `

Λ´1 r
α
β s
˘

pg´1q
`

Λ´1 r
α
β s
˘

pg´1sq.



Podstawiaj¡c g “ r i korzystaj¡c z podanego wy»ej opisu funkcji Λ´1
“ α
β

‰

otrzymujemy

ΛσprqΛ´1 :

„

α
β



ÞÝÑ

«

e
2πik
n α

e´
2πik
n β

ff

,

a dla g “ s

ΛσpsqΛ´1 :

„

α
β



ÞÝÑ

„

β
α



.

Innymi sªowy IndD2n

Kχ
ρχ jest równowa»na reprezentacji θ P ReppD2n,C2q takiej, »e

θprq “

«

e
2πik
n 0

0 e´
2πik
n

ff

, θpsq “

„

0 1
1 0



.

Teraz przejd¹my do reprezentacji zde�niowanych w oparciu o orbity jednoelementowe. W tym
przypadku podgrupa izotropii jest izomor�czna z Z2, a wi¦c posiada dwie reprezentacje nieprzy-
wiedlne � trywialn¡ i �znakow¡� przyporz¡dkowuj¡c¡ nietrywialnemu elementowi Z2 liczb¦ ´1.
Niech wi¦c tχu b¦dzie orbit¡ jednoelementow¡. W przyj¦tej przez nas odpowiednio±ci pomi¦dzy
pA, a zbiorem (7.1) mamy

χ P t´1, 1u gdy 2 | n,

χ “ 1 gdy 2 - n.
Co wi¦cej, skoro Hχ “ H, mamy Kχ “ A ¸ H “ D2n, a wi¦c dla dowolnej nieprzywiedlnej

reprezentacji ρ grupy Hχ (która musi by¢ jednowymiarowa) reprezentacja IndD2n

Kχ
ρ jest równa ρχ.

W przypadku 2 | n otrzymujemy zatem cztery reprezentacje θ1, . . . θ4 pochodz¡ce od par pχ, ρq:

θ1 ÐÑ pχ “ 1, ρ � trywialnaq, θ2 ÐÑ pχ “ 1, ρ � nietrywialnaq,

θ3 ÐÑ pχ “ ´1, ρ � trywialnaq, θ4 ÐÑ pχ “ ´1, ρ � nietrywialnaq,

a w przypadku 2 - n dostajemy tylko dwie φ1 i φ2 pochodz¡ce odpowiednio od trywialnej i
nietrywialnej reprezentacji H.

Zgodnie z de�nicj¡ ρχ mamy

ρχps
arbq “ ρχps

aqρχpr
bq “ ρpsaqχprbq “ ρpsqaχprqb, a P t0, 1u, b P t0, . . . , n´ 1u,

co daje warto±ci odpowiednio θ1, . . . , θ4 i φ1, φ2 przedstawione w tabelach 1 i 2.

Tabela 1. Jednowymiarowe reprezentacje grupy D2n, gdy 2 | n

rb srb

θ1 1 1

θ2 1 ´1

θ3 p´1qb p´1qb

θ4 p´1qb p´1qb`1

Tabela 2. Jednowymiarowe reprezentacje grupy D2n, gdy 2 - n

rb srb

φ1 1 1

φ2 1 ´1
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Zgodnie z twierdzeniem 6.6, powy»ej opisali±my wszystkie (z dokªadno±ci¡ do równowa»no±ci)
parami nierównowa»ne nieprzywiedlne reprezentacje grupy D2n.
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