REPREZENTACJE INDUKOWANE I TEORIA MACKEYA

PIOTR MIKOLAJ SOLTAN

STRESzZCZENIE. Niniejsze notatki stanowia uzupelnienie wyktadéw ,, Teoria grup I” na Wydziale
Fizyki UW o elementy teorii reprezentacji indukowanych i teorii Mackeya wraz z klasyfikacja
nieprzywiedlnych reprezentacji skoficzonych grup postaci G = A x H, gdzie A jest grupa prze-

mienna.
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1. WSTEP

Wszystkie grupy, ktérymi bedziemy sie zajmowaé w beda skonczone, a rozwazane reprezen-
tacje beda skonczenie wymiarowe nad ciatem liczb zespolonych C. Zakladamy znajomo§é podsta-
wowych pojec¢ i faktow z teorii reprezentacji grup skoriczonych. Material oraz uzyta erminologia i
oznaczenia oparte sa na ksiazce [1].

2. DEFINICJA REPREZENTACJI INDUKOWANEJ

Niech G bedzie grupa, K jej podgrupa, a p reprezentacja K na przestrzeni wektorowej V'
(bedziemy pisa¢ p € Rep(G,V)). Zdefiniujmy
Z={f:G->V|VgeG keK f(gk)=pk)"" f(9)}-

Latwo sprawdzamy, ze Z jest przestrzeniag wektorowg wzgledem naturalnych operacji na funkcjach
G — V. Dalej, dla dowolnej f € Z oraz g € G funkcja

Gsh— f(g'h) eV
takze nalezy do Z, a wigc odwzorowanie o(g) : f — f(g~'-) jest operatorem liniowym na Z. Jest
jasne, ze
c:G 39— o(g) e GL(V)

jest reprezentacja G na Z. Reprezentacje te nazywamy reprezentacjq indukowang z reprezentacji
p podgrupy K. Oznaczamy

o = Ind p, Z = Ind% V.

Oznaczen Z i o bedziemy czesto uzywac.

Uwaga 2.1.



PIOTR MIKOLAJ SOLTAN
(1) Niech p e Rep(K,V)1ip' € Rep(K, V') beda rownowazne: istnieje izomorfizm U : V — V’
taki, ze
p(k)=Up(k) U™, ke K.
Niech Z =Ind$V, 0 =Ind% pi 2/ = nd§ V', 0 = Ind% o/, t
Z={f:G—-VI|VgeG keK f(gk)=pk)" f(9)},
Z'={f:G->V'|VgeG keK f(gk)=p' (k)" f'(9)}

oraz

(0(9)f)(h) = flg~"h), feZ g,hed,
(o"(9)f")(h) = (g7 th), flez, g hed.
Dla f € Z definiujemy I'f : G — V' kladac (T'f)(¢9) = Uf(g9). Mamy dlage Gike K
(Cf)(gk) = Uf(gk) = Up(k)~ f(g) = p'(9) U f(g9) = p'(9) " (Tf)(9),
czyli I'f € Z’'. Latwo sprawdzi¢, ze T' jest izomorfizmem Z na Z’ i dla g, h € G zachodzi
(0" (9)TF)(h) = (Cf) (g~ h) =Uf(g~h) = U(a(g)f)(h) = (Talg)f)(h).
Zatem dla kazdego g € G mamy o’'(g)T" = T'o(g), czyli o i o’ s rownowazne.

(2) Niech K i K beda podgrupami G i niech p € Rep(K,V)ipe Rep(l? V). Niech ¢ € Aut(G)

~

bedzie taki, ze K= #(K)ip = pogp~!. Oznaczmy Z = IndKV o= IHdelZ Ind Vv,
& =Ind$ p, tj.
Z={f:G-V|¥geG keK f(gk)=p(k)"' f(9)},
Z={f:G-V|VgeG.leK fgh) = pk)" fl9)}

oraz

(o(9)f)(h) = f(g™ D), feZ g.hed,
(F(9)f ) (h) = Flg™*h), feZ gheG.
Dla f € Z zdefiniujmy ©f : G — V kladac
(@f)( )= f(¢7'(9), geaq.
Mamy dla kazdego g€ G i k ke K
(O1)(gk) = f(67"(gk)) = (&7 (9)0™" ()
= p(67"(®) 1 (67H9) = P07 (R) T (O)(9).
czyli ©f € Z. Oczywiscie O jest izomorfizmem Z — Z. Ponadto dla g,heG
(G(9)0f)(h) = (©f) (g~ h) = f(6~ (g™"h)
= f(67 g™ (h) = (a(e™(9)f) (67 (h) = (O (o7 (9)f)(h),
co pokazuje, ze & ~ g o p~1. W szczegélnosci, jesli ¢ € Inn(G), to & ~ o.
(3) Niech K; i Ky beda podgrupami G, ¢ € Inn(G) bedzie taki, ze Ky = ¢(K;) idlai=1,2
niech p; € Rep(K;, V;) beda takie, ze py ~ p1 0 71, Wtedy
Ind?(1 p1~ Indf(z prog !
na mocy punktu (2), a
Indgz pLod t~ Ind?(2 P2
na mocy punktu (1). Stad Imdi1 p1 = Imdf(2 po.
Dla v € V zdefiniujmy f, : G — V kladac

~Jplg) ™ v geK,
fv(g) - {O g¢K.

1
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Yatwo sie przekonac, ze f, € Z: niech ge G i ke K. Wtedy

~)plgk) v gke K,
fv(gk) - {0 gk¢K
_)pk)tplg) T g e K,
0 g¢ K

= p(k)~" fulg)-

Co wiecej T : V 3 v — f, € Z jest injektywnym odwzorowaniem liniowym i dla kazdego k € K
mamy

(a(k)Tv)(g) = (a(k)fo)(9) = fu(k™'g)
_ {p(k'lg)lv g 'keK,

0 g k¢ K
_ Jrlo)"o(k)v g e K,
0 g¢ K

= fotkyo(9) = (Tp(k)v)(9)-

Innymi stowy Tp(k) = o(k)T dla wszystkich k € K.

Niech Vy = imT. Z powyzszych rozwazan wynika, ze Vy < Z jest podprzestrzenig niezmiennicza
dla operatorow {U(k) ‘ k e K} (innymi stowy V, jest K-niezmiennicza). Dalej niech S bedzie
ukladem reprezentantow warstw K w G:

G = |_| sK.

Stwierdzenie 2.2. Mamy Z = @ o(s)Vp.
seS

Dowdd. Niech f e Z. Dla s € S zdefiniujmy vs = f(s). Wezmy g € G 1 obliczmy
(So@h ).
seS

Poniewaz g mozna zapisaé¢ jednoznacznie w postaci g = s’k dla ' € S i k € K, wiec dla dowolnego
s € S mamy

B 1y 1 p(s7is'k)"tv, s7lsdke K,
(U(S)fvs)<g) - fvs(s g) - fvs(s S k) - {0 s 14k ¢ K
0 sTls' ¢ K
= 5s,s’fvs (k) = 5s,s’fvsl (k)

B {p(s‘ls’k‘)_lvs sl e K,

Zatem

(D06 ) @) = 20061 0) = 3 o (0) = fu (8

ses seS se8
= p(k) tvy 7 definicji f .
= p(k) " f () z definicji vy
= f(s'k) z definicji Z
= f(9)-

Skora tak jest dla wszystkich g otrzymujemy f = >, o(s)fo, € X5 7(5)Vo-
seS
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Ponadto dla roznych s, s’ € S mamy o(s)Vp no(s’) = {0}, gdyz wtedy dla dowolnych v,v' € V
i kazdego g

—-1_.\—1

_)p(sTig) v gesK,
(o(s)fs)(9) = {0 ¢ sk,

, (8" g7 ge 'K,
(o(s") for)(g) = {0 1 SK.

czyli funkcje nalezace do o(s)Vo m o(s')Vy maja nosnik zawarty w sK n 'K = . O
Whiosek 2.3. Mamy dim Ind$. p = [G : K] dim p.
Dowdéd. dimInd% p = dimInd$ vV = 3 dimo(s)Vy = |S|dimV = [G : K]dimp = [G : K]dim p.
seS
U

Uwaga 2.4. Zauwazmy, ze podprzestrzen Vj sklada sie doktadnie z tych funkcji nalezacych do
Z = Ind?( V', ktorych nosnik zawarty jest w podgrupie K. Istotnie: dla kazdego v € V nosnik
funkcji f, zawarty jest w K, a elementy podprzestrzeni wystepujacych w rozktadzie

Z = @a NG
seS
maja nosniki w warstwach sK (s € S).
Stwierdzenie 2.5. Niech K bedzie podgrupg G i niech S bedzie uktadem reprezentantéow warstw

K w G. Niech 7 € Rep(G,W) i niech V. W bedzie K-niezmienniczq podprzestrzeniq takq, Ze

W =@ 7(s)V. Wtedy T ~ Ind% p, gdzie p € Rep(K, V) jest zdefiniowana przez
seS

p(k) :T(k)|v, ke K.

Dowdd. Niech Z = Ind% Vie= Ind?(p oraz niech Vp = {fv ‘ v E V} c Z. Oczywiscie Vo = V.
Mamy

W=@@r(s)V i Z =@ o(s)V.

seS seS
Wykorzystujac rozktad dowolnego w € W na sktadniki w podprzestrzeniach (T(s)V) S definiu-

jemy ® : W — Z kladac
o) = o X ) = X o).
seS seS
Jest jasne, ze @ jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych. Wezmy teraz s € S, ge Give V.
Rozkladajac element gs na gs = s’k dla jedynych s’ € S i k € K otrzymujemy

7(9) (7(s)v) = T(gs)v = 7(s'k)v = 7(s')7(k)v = 7(5") p(k)v
a(g) (U s) fv) = o gs)fv = U(S/)U(k)fv = U(S/)fp(k)m
a skoro o(s) fu = ©(7(s)v) 1 0(5') ey = (7(s")p(k)v), otrzymujemy
o(9)® = ¢7(9), geG,

czyli T jest rbwnowazna o = Indg p. O

Przyklad 2.6. Niech p bedzie trywialna (jednowymiarowa) reprezentacja podgrupy K grupy G.
Mamy

Indf C={f:G—>C|VgeG ke K f(gk) = f(g)}
a WiQCInd?( C mozna w naturalny sposéb utozsami¢ z przestrzenia wszystkich funkcji G/K — C.
Oznaczajac o = Ind?( p mamy dla f e Ind?( CigeG

(o(9)f)(g'k) = flg~"g'k), g e€G, keK,
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a wiec o(g)f = foay?', gdzie a : G — Perm(G/K) jest kanonicznym dziataniem G na G/K:
ag(9'K) = gg'K, 9.9 € G.
Innymi stowy Ind% p jest reprezentacja permutacyjna G na przestrzeni funkcji na G/K.
Uwaga 2.7. Biorac w przykladzie 2.6 K = {e} otrzymujemy Indf{ p = A, gdzie A jest reprezentacja
regularna G.
3. PODSTAWOWE WELASNOSCI FUNKTORA INDUKCJI

Twierdzenie 3.1 (zasada indukcji etapami). Niech H bedzie podgrupg G, a K podgrupg H. Niech
p € Rep(K,V). Wowczas Ind$ Ind p ~ Ind$. p

Dowdd. Mamy
IndfV ={f:H—V|Vhe HkeK f(hk) = p(k) " f'(h)}
i oznaczajac o = Indf([ p
Indf Indff V ={f:G>IdlV|Vge G heH f(gh) = a(h)"" f(g)}.
Zdefiniujmy nowa przestrzen funkcji:
X={F:GxH—-V|VgeG,hheHkeK F(gh k) = p(k)"'F(g,hh')}.
Dla f € Indg Indg V definivjemy T'f : G x H — V kladac
(Tf)(g,h) = f(g)(h), geG,heH.
Wowczas T'f € U, gdyz
(Tf)(gh,I'k) = f(gh)(W'E)
1

(
— p(k)" f(gh) () poniewas f(gh) € TndZl V
= p(k) " (o(h"")f)(9) poniewaz f € Ind% Ind® v
= p(k)™" f(gh)(hI)
)"

= p(k)~H(T£)(g, hh)

dla dowolnych ge G, h,h e Hike K.

W ten sposob zdefiniowalismy odwzorowanie liniowe 7' : Ind% Ind V' — U i jest jasne, ze
ker T' = {0}.

Zauwazmy dalej, ze dla dowolnego F' € U funkcja

Gsg— Flg,")
nalezy do Indg Indg V. Istotnie:
= po pierwsze dla ustalonego g funkcja H 3 h — F(g,h) € V nalezy do Ind% V| jako ze
F(g,hk) = F(ge,hk) = p(k) " F(g,eh) = p(k) ' F(g, h), he H ke K,
= po drugie dla h,h' € H
Flgh, )(W') = F(gh, ') = F(gh, We)
— p(e) " F(g, h') = F(g, h¥)
— Flg,) (W) = (o(h™)F(g,)) (W) = (o)~ F(g, ) ().
Oczywiscie odwzorowanie
S:UsF v+ (g F(g,-)) € Ind§j Indl V

jest odwrotne do T':
TS =1y, ST:]lInngndﬁV'

W szczegolnodci przestrzenie U i Indg Indg V' sa izomorficzne.
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Zauwazmy teraz, ze dla dowolnej F' € U mamy
F(gh’a 6) = F(gh’a €H€K) = p(eK)ilF(ga h’eH) = F(gvh)a

a wiec wartosci F' na G x H sa wyznaczone przez jej wartosci na G x {e}. Teraz dla F € U
zdefiniujmy SF : G — V kladac

(SF)(9) = F(g,e), geG.
Wtedy
(SF)(gk) = F(gk,e) = F(g,k)
= F(ge,ek) = p(k)"1F(g,e) ge G, ke K.
= p(k)~H(SF)(g),

a wiec SF € Ind$ p. Innymi stowy S jest odwzorowaniem U — Ind$ V i oczywiscie ker S = {0}.
Odwzorowanie S jest takze surjekcja, gdyz dla ¢ € Indg V funkcja F,, zdefiniowana wzorem

Fy(g,h) = v¥(gh), geG,he H
nalezy do U: dla wszystkich g € G, h,h' € H i k € K mamy
Fy(gh,W'k) = ¢(ghh'k)
p(k) =" (ghh') poniewaz ¢ € Ind$ V
= p(k) "' F(g,hh'),

a ponadto SFy, = Fy(-,e) = ¥(-e) = ¢.
WykazaliSmy wiec, ze mamy izomorfizmy

T

Ind$ mdf v U md$ v .

Oznaczmy a = Ind?( P, Y = Indg Ind[h((p i ® = ST. Pokazemy, ze operator © splata a i 7.
Zacznijmy od tego, ze dla f € Indg Ind# V mamy

(©1)(9) = (T'f)(g.€) = fg)(e), geG.
Zatem dla g1, g2 € G mamy

((91)©f)(g2) = (©) (91 '92) = f(g; 'g2)(e) e
— (oD o) = (Ononf) g, 1 ndiIndiV,

a wiec a(g2)0 = Oy(¢g1). O

Dla dowolnych dwoch reprezentacji € Rep(G,V) i 8 € Rep(G, W) symbolem Homg(«, 5)
bedziemy oznaczaé przestrzen operatoréw splatajacych reprezentacje o i f. Dalej, dla podgrupy
K < G symbolem Res% «a bedziemy oznaczaé obciecie reprezentacji o do K.

Twierdzenie 3.2 (wzajemnosé Frobeniusa). Niech K bedzie podgrupg G i niech p € Rep(K,V)
oraz o € Rep(G,W). Wowczas przestrzenie

Homg (o, Ind% p)  oraz  Hompg (Res o, p)
sq naturalnie izomorficzne.

Dowdd. Niech T € Homg(o,Ind% p). Woéwezas dla dowolnego w € W wektor Tw nalezy do
przestrzeni

IndfV ={f:G—>V|VgeG,keK f(gk)=p(k) "' f(9)}.
Definiujemy T:-W-V ktadac
Tw = (Tw)(e), we W.
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Dlawe W ike K mamy

f(a(k)w) = (To(k)w)(e) z definicji 7'
= ((Ind?( p)(k)Tw)(e) poniewaz T € Homg (o, Ind$. p)
= (Tw) (k™) z definicji Ind% p
= p(k)(Tw)(e) z definicji Ind$ V
= p(k)(Tw)

Innymi stowy 7 € Homg (Res$ o, p).
Teraz niech S € Homg (Res% o, p). Dla w € W zdefiniujmy funkcje Sw : G — V kladac

(Sw)(g) = So(g) 'w,  geG.
Sprawdzmy, ze Sw nalezy do Ind?( V:dlage Gike K mamy

(Sw)(gk) = So(gk)~'w = So (k)" a(g) " w

w poniewaz S € Homg (Res% o, p)

Tak wiec S jest operatorem W — Ind?’; V. Ponadto splata on reprezentacje o i Ind?’; p:dlaweW
ig,heG

((Ind% p)(g)Sw) (h) = (Sw)(g~'h) z definicji Ind$ p
= So(g ' h) tw z definicji §
= So(h 'g)w
= So(h " Ho(g)w
= (So(g)w) (h)

Innymi stowy S € Homg (o, Ind$ p).
Zdefiniowali$my operacje

Homg (o, Ind$. p) Hompg (Res% o, p).

Pozostaje wykazaé, ze sa one wzajemnie odwrotne: dla S € HomK(Resg’; o,p)1iwe W mamy
Sw = (Sw)(e) = So(e) 'w = Sw,

czyli § = S. Podobnie, dla T € Homg (o, Ind$ p), we Wige G

X A~

(Tw)(9) = To(g)"'w = (To(g)"'w)(e) = (To(g™ " )w)(e) = (IndF p(g™")Tw)(e) = (Tw)(g),
a wiec mamy takze T' = T dla wszystkich T € Homg (o, Ind%, p). O
Uwaga 3.3. Wzajemno$¢ Frobeniusa pozwala podac¢ krotki dowdd zasady indukceji etapami. Aby

to zobaczy¢ oznaczmy przez Irr G zbidr reprezentantéw wszystkich klas réwnowaznosci nieprzy-
wiedlnych reprezentacji grupy G. Dalej niech H bedzie podgrupa G, a K podgrupa H i niech
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p € Rep(K,V). Wowczas
nd$ Ind# p ~ @ dimHomg(a, Ind% Ind# p) - a
aelrr G
@ dimHompy (Res$ o, Ind¥ p) - a
aelrr G
= P dim Hompg (Res Res$ a, p) - o
aelrr G
= @ dim Hompg (Res& a, p) - a
aelrr G

@ dimHomg(a, md% p) - a ~ nd% p.

aclrr G

4. UNITARNOSC I CHARAKTER REPREZENTACJI INDUKOWANEJ]

Stwierdzenie 4.1. Niech p € Rep(G, V) bedzie reprezentacjq unitarng i oznaczmy iloczyn skalarny
w V' symbolem (-|-),,. Wtedy
(1) wzor

{filfoy = e Do (@) fa2(9)y

geG

definiuje iloczyn skalarny na Ind% V', wzgledem ktorego reprezentacja Indf( p jest unitarna.
(2) Niech {e1,...,en} bedzie bazqg ortonormalng V i niech S bedzie uktadem reprezentantdw
warstw K w G. Wtedy wektory,

Jsj =0(8)fe;, seS,j=1,...,n (4.1)
tworzq baze ortonormalng przestrzeni Indg V.

Dowdd. Jest jasne, ze {-|-) jest iloczynem skalarnym na Ind$ V. Niech o oznacza reprezentacje
Indﬁ p. Dla dowolnego g € G oraz f1, fo € V mamy

(a(g) filo(9)f2) = ey D, (ol 9 (@(@)f2) (),

g 'eG

=g 2, (il 097 )y
g'eG

_ 1 " " _

= 7 2 (") = (filfa),
g”EG

a wiec o jest reprezentacja unitarng.
Niech Vg = {f, |ve V}, gdzie
plg) " geK
v = el
fo(9) {0 0 K g

Woéwczas dla dowolnych v, w € V' mamy

ol fuwd = a7 23 Fo(@)] fulg
9eG
= 7 Z 1w>v
€K
= ﬁ Z lwyy, = (vlwyy,
geK

poniewaz p jest reprezentacja unitarna. Wynika stad, ze v — f, jest izometrig i w konsekwencji
uktad

{fela"'afen}

jest baza ortonormalng V.
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Wiemy, ze Ind% V = @ o(s)V; i dla kazdego s odwzorowanie o(s) jest unitarne, a stad uktad
seS

{fsir-- s fom} ={o()fers s0(s)fer }

jest baza ortonormalna o(s)Vy. Aby przekonac sie, ze (4.1) wystarczy wykazaé, ze dla réznych
s,8' € S mamy o(s)Vy L o(s")Vy. Wezmy wiec v,w e Vi s, s’ € S takie, ze s # s'. Wtedy

< fv‘g |K| 2<fv _1 s ' )> =0,

poniewaz funkcja g — f,(s~1g) ma nosnik w warstwie sK, a funkcja g — fw(s’_lg) ma no$nik w
warstwie s'K. 0

Uwaga 4.2. Niech — jak zwykle — K bedzie podgrupa G i niech p € Rep(K,V). Dalej niech
o= Indg p i niech v,w e V, Wowczas dla dowolnego € G mamy

<fv‘ \K\ 2 <fv ‘fw(gilgl)>v

9'eG

=1 2 Pl fule™9 )y

geK
g 2 <plg)Molp(d) e(g)w),, g e K,

0 g¢ K

gé¢ K.
Twierdzenie 4.3. Niech K bedzie podgrupg G i niech p € Rep(K,V). Wtedy

Xmag o(9) = 7 D, Xo(t'ab), geG. (4.2)
teG
t~lgteK
Dowdd. Mozemy przyjac, ze p jest unitarna. Wtedy o = Indf( p takze jest unitarna dla iloczynu
skalarnego zdefiniowanego w twierdzeniu 4.1(1). Dalej niech S bedzie ukltadem reprezentantow
warstw K w G iniech {f;; ‘ s€S8, j=1,...,n} bedzie baza ortonormalng Indﬁ V' skonstruowana
w twierdzeniu 4.1(2). Korzystajac z wzoru opisanego w uwadze 4.2 obliczamy dla g € G:

Xindg (9) = Xo(9) = Tr(o(9))

=N s loa) o
seS j=1
= 2 Y o) fey o (o)) )
seS j=1
:ZZQ"@J s lgs f69>
seS j=1
= X D elats T gs)es )y,
seS  j=1
silgsEK
- Z Tr(p(s_lgs)) = Z Xp(3_193)~

seS seS
s_lgseK s_lgsEK
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Wezmy teraz dowolny element ¢ € G i zapiszmy go w postaci ¢t = sk dla pewnego se Sike K.
Woéwczas

(t_lgt € K) — (s_lgs € K)
i dla ¢ spetniajacych ten warunek
Xp(t 1 gt) = xp(k™ s gsk) = x, (s gs).
Stad natychmiast otrzymujemy wzor (4.2).

5. OBCIECIA DO PODGRUP I KRYTERIUM NIEPRZYWIEDLNOSCI
Niech H i K beda podgrupami G. Woéwczas relacja ~ zdefiniowana przez
(g~g’><:)<flheH,kng’:hgk), 9,9 €G

jest relacja réwnowaznosci, a jej klasy abstrakcji — zwane warstwami podwdjnymi H i K w G — sa
postaci

HgK:{hgk\heH,keK}7 geqG.
Niech 7 bedzie ukladem reprezentantéw warstw podwojnych H i K w G:
G =| | HtK.
teT

Niech p € Rep(K,V). Dla t € T przyjmijmy H; = H ntKt~1. Woéwczas H; jest podgrupa H,
a wzor
pie(u) = p(t~ut), ue H;
definiuje reprezentacje H; na V.

Twierdzenie 5.1. Mamy Res$ Ind% p ~ (—?—Indgt Pt
te

Dowdd. Oznaczmy Z = Ind% Vi o = Ind$ p. Dla t € T niech
Z; = span{o(g9)Vo |g € HtK} = span{o(h)o(t)Vy |h € H},

gdzie Vo = {f, |ve V}.
Mamy oczywiscie Z = @@ Z; (podprzestrzenie te sa nawet ortogonalne dla iloczynu skalarnego
teT
opisanego w czesci 4).
Jest jasne, ze kazda z podprzestrzeni Z; jest H-niezmiennicza. Pokazemy, ze podreprezentacja
Resg o odpowiadajaca tej podprzestrzeni jest rGwnowazna Indgt Dt

(1) Podprzestrzen o(t)Vy < Z; jest Hy-niezmiennicza i dla u € H; mamy

v foy VO o(t) o’(t)vo
p(tlut>=m<u>l ot ut) lo(u)—(Resg o) (w)
\
1% o Lo V() ) O’(t)VO

a wiec odpowiednia reprezentacja H; jest rownowazna p;.
(2) Niech S; bedzie uktadem reprezentantow warstw H, w H. Wtedy

Zy = @ [Res§; o) (s) (o () Vo).

SES:

Punkty (1) i (2) gwarantuja, na mocy stwierdzenia 2.5, ze podreprezentacja reprezentacji Resg o
odpowiadajaca podprzestrzeni Z,; jest rownowazna Indgt Dt- O
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Uwaga 5.2. Opisany w Twierdzeniu 5.1 rozktad reprezentacji Resg Ind?( p z dokladnoscia do
rownowaznosci nie zalezy od wyboru ukladu reprezentantéw warstw podwojnych H i K w G.
Przeanalizujmy ten fakt w szczegdlnym przypadku, gdy H = K: niech t € G i s = kitks dla
pewnych k1, ks € K. Wowczas

K, =K nkitho Kky 'tk = K a kit Kt kT = k(K 0 tKt Dk = ki Kkt = o(Ky),
gdzie ¢ = Adg, € Inn(G). Dalej, dla a € K; mamy
ps(a) = p(s™tas) = p(ky 't~k Lak,tks)
— plk2) " (716 (@)8) plka) = p(ka) " pu (67 (@) plhz).
Oznacza to, ze ps ~ p; o ¢~ 1, a stad, na mocy uwagi 2.1(3) otrzymujemy

IndIG(t Pt~ Ind?(S Ps-

6. TEORIA MACKEYA

Twierdzenie 6.1 (Kryterium nieprzywiedlnosci Mackeya). Niech K bedzie podgrupg G i niech p €
Rep(K,V). Reprezentacja Ind?( p jest nieprzywiedina wtedy i tylko wtedy, gdy p jest nieprzywiedlna
i dla kazdego t € G\K reprezentacje p; i Resﬁ p G roztgczne.

Dowdd. Dla kazdej reprezentacji o grupy G mamy
Homg (o, Ind% p) = Homg (Res% o, p),
a wiec, wstawiajac do powyzszego wzoru o = Indg’; p, otrzymujemy
Homg (Ind$ p, nd$ p) =~ Hom g (Res& Ind% p, p), (6.1)

Reprezentacja IndIG( p jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy, gdy wymiar przestrzeni po lewej
stronie (6.1) jest réwny 1.
Twierdzenie 5.1 moéwi, ze
Resg Indf( pr (—D Indﬁt Pt

teT
gdzie T jest ukladem reprezentantéw warstw podwojnych K w G i dla t € 7 mamy
Ki=KntKt™' oraz pi(x) = p(t tat), x € K.

Stad
Homg (Ind% p, Ind p) ~ P HomK(Indﬁt pisp) = P Homg, (pr, Resgt 0).
teT teT
W zbiorze T jest dokladnie jeden element k nalezacy do podgrupy K (reprezentant trywialnej
warstwy podwojnej), wiec

Home (Ind$ p, Ind$ p) =~ @ Homg, (pt, Resﬁt )
teT

~ Homy, (pi, Resk, p)® @ Homg, (pr, Resk, p).
teT\K

Oczywiscie K, = K i Resﬁk pr = p. Ponadto pg ~ p, gdyz
pr(x) = p(k~ xk) = p(k)~*p(x)p(k), zeK.
W konsekwencji otrzymujemy

dim End(Ind%. p) = dim End(p) + 2 dim Homg, (p4, Resgt p).
teT\ K

O

Uwaga 6.2. Rozwazmy wazny szczegélny przypadek, a mianowicie sytuacje, gdy K jest podgrupa
normalng. Woéwczas K; = K dla wszystkicht € G i Indf( p jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy,
gdy p jest nieprzywiedlna i dla kazdego t € G\ K reprezentacje p i p* = p o Ad; sa rozlaczne.
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6.1. Reprezentacje iloczynéw pédlprostych grupy przemiennej. Niech G = A x H, gdzie
A jest grupg przemienng. Innymi stowy G zawiera dwie podgrupy A i H, przy czym A jest
przemienna i normalna, An H = {e} i G = AH.

Niech A oznacza grupg charakteréw A. Rozwazmy dzialanie H na A zdefiniowane wzorem

(h-x)(a) = x(h"tah), acA, yeA heH

(jest to dzialanie dwoiste do dzialania H na A). Podgrupe izotropii x € A bedziemy oznaczad
symbolem H, .

Ustalmy x € Ai zdefiniujmy podgrupe K, < G:
K, =AH, = {ah|a€ A, he H}.
Zbior K, istotnie jest podgrupa, gdyz dla a,a’ € Ai h,h' € H, mamy
ahd' b’ = aha’h™*hh' = (aha’'h"')hh' € AH, = K,,.
Oczywiscie K, jest iloczynem poétprostym K, = A x H,,.
Ustalmy reprezentacje p € Rep(H,, V) i zdefiniujmy p, € Rep(kK,, V) kladac
pelah) = x(@p(h),  acA, heH,.
Latwo sprawdzamy, ze p, jest odwzorowaniem multyplikatywnym: dla a,a’ € Aih,h' € Hy, mamy
px(ahd' W) = py((aha’h"")hh') = x(aha'a™")p(hH)
= x(a)x(ha'h™)p(h)p(I)
= x(a)x(a")p(h)p(h')
= x(a)p(h)x(a")p(h') = px(ah)py(a’l).
Wreszcie zdefiniujmy najwazniejszy obiekt niniejszej czesci:
IndK Px:

Uwaga 6.3. Skonstruowana powyzej reprezentacja m,. , zalezy (z doktadnoscia do réwnowaznosci)
nie tyle od yx, ile od orbity x pod dzialaniem H. Doktadniej niech x' = s - x dla pewnego
s€ H. Wtedy Hy = sH,s™!, a wiec kladac ¢ = Ad, otrzymujemy K, = ¢(K,). Ponadto dla
ah € AH,, = K,, mamy

px (671 (ah)) = py (s~ ass™ hs) = x(s™'as)p(s™ " hs)
= (s-x)(a)p(s~"hs) = X' (a)p(s) " p(h)p(s)
= p(8)7'X (@)p(h)p(s) = p(s) ™ pys (ah)p(s),
czyli py = py o ¢~ 1. Na mocy uwagi 2. 1(3) mamy wiec my, , & Ty -

Oczywiscie jesli p' € Rep(H,, W) i p’ ~ p, to oczywiscie p, ~ pf, wigc takze my , ~ my .

Twierdzenie 6.4. Niech £, n € A i v € Rep(H¢,U), p € Rep(H,, V) bedq takie, Ze m¢ o ~ mp p.
Wowczas & i 1 nalezq do tej samej orbity dziatania H 1 utozsamiajoc He z H, mamy v ~ p.

Dowdd. Ustalmy n € A oraz p € Rep(H,,V) i oznaczmy przez m reprezentacje m, ,. Wystarczy
wykazaé, ze orbite n i klase rownowaznosci p mozna wyznaczy¢ w oparciu o informacje zawarte w
reprezentacji .

(1) Mamy

Xx(9) =7 D Xe(tTlgt), gegq.

1tEG
t~ gte K,

Zastosujemy ten wzor do g = a € A. Wtedy dla kazdego t € G mamy ¢t 'at € A c K, a
ponadto

Xon (" at) = T (p, (¢ at)) = Tr(n(t"at)p(e)) = (dimp) (¢ - 7)(a),
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przy czym rozszerzyliSmy dzialanie H na A do dziatania G = AH na A danego tym samym
wzorem, tj. (ah) - x = h-x dla wszystkich a € A, he H i x € A — w szczegblnosci orbity
tego dzialania sg takie same jak dzialania H. Stad

W) = 42 (¢ 0)(a)

teG

Zwroémy uwage na fakt, ze w powyzszej sumie sktadnik (¢-n)(a) zalezy jedynie od warstwy
podgrupy K, do ktérej nalezy element ¢. Innymi stowy

Ya(a) = (dimp) 3 (s - m)(a)

seS

gdzie S jest ukladem reprezentantéw warstw K, w G. Poniewaz K, jest podgrupg izotropii
7 (po rozszerzeniu dzialania z H na G) widzimy, ze Resg 7 jest suma prosta reprezentacji
tworzacych orbite n przy dzialaniu H (wszystkich, kazdej z krotnoéciag dim p). Tak wiec
orbite p mozna wyznaczy¢ w oparciu o informacje zawarte w .

(2) Poniewaz reprezentacja m wyznacza orbite charakteru n, mozemy wybra¢ dowolny £ z tej
orbity i przyjac, ze m = m¢ , dla pewnego p € Rep(He, V) (bo m, , ~ e, gdy i€ sa w
tej samej orbicie).

Niech Z bedzie przestrzenia reprezentacji m, tj. Z = Ind?{5 p. Przypomnijmy, ze od-
wzorowanie T : V — Z zdefiniowane jako Tv = f,, gdzie

i o o2

0 g ¢ Ke

jest injekcja i dla kazdego k € K¢ mamy 7(k)T = Tpe(g). W szczegolnosci
w(h)T = Tp(h), h e He.

Teraz niech

X = {zeZ‘VaeAﬂ' z}

Wowczas X jest podprzestrzenia, ktora jest Hg—mezmlenmcza: dlaze X,ae A, he He i
g € G mamy

(m(a)(m(h)2))(g9) = (m(ah)z)(g) = 2((ah)'g)
=z2(hta7g) = 2(h a7t hh 1 g)
= ((h~"ah)2) (h~"g) = £(h"ah)z(h"g)
= (h-&)(a)z(h™'g) = &(a)z(h™"a) = &(a) (m(h)z)(9)-
Co wiecej, X zawiera obraz odwzorowania 7T dla dowolnych a € A, v e V i g € G mamy

(a _ f(atg) = PelaTig) Ty aTlg e K,
(r(0)1.)(0) = £ula”"0) {O ek

-1 \—1 e K.
_{pg(a 9" g & boa_lgngc)gng

0 9¢ K¢
_ Jre(g) tpela)y ge K,

0 9¢ K¢
oy Jpel9)Tho ge K,
R e

= g(a)fv(g)
Z drugiej strony dla z € X, a€ Ai g € G mamy
£(a)2(g) = (m(a)z)(g) = z(a™"g) = z(99~'a""g) = pe(g~'a""g)"'2(9)

= pe(g"ag)z(g) = £(g7 " ag)z(g) = (9 €)(a)z(g)

—1
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(czwarta rownos¢ wynika z tego, ze z € Z), a wiec jesli g ¢ K¢, to (¢g-&)(a) # a dla
pewnego a, wiec musi by¢ z(g) = 0. Innymi stowy do X naleza tylko funkcje o nosniku
zawartym w K¢, co na mocy uwagi 2.4 pokazuje, ze X pokrywa si¢ z obrazem 7.
Wiemy, ze para (mw,imT) wyznacza reprezentacje p z dokladnoscia do réwnowaznosci,
wiec (7, ) takze ja wyznacza (bo imT = X).
O

Twierdzenie 6.5. Niech reprezentacja p € Rep(H,, V) bedzie nieprzywiedina. Wtedy reprezen-
tacja my , takze jest nieprzywiedina.

Dowdd. Aby przekonac¢ si¢ o nieprzywiedlnosci 7y , = Indﬁx px skorzystamy z kryterium nieprzy-
wiedlno$ci Mackeya (twierdzenie 6.1). Méwi ono, ze m, , jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy,
gdy py jest nieprzywiedlna i dla kazdego t € G\ K, reprezentacje

P Ky ntK ! s e p (t ),
o' Ky ntK T sz py(z)
sa roztaczne.

Reprezentacja p, jest nieprzywiedlna, gdyz p jest nieprzywiedlna. Pozostaje wiec wykazac
roztaczno$é p' i p”. Jesli p' i p” mialyby wspdlnag podreprezentacje, to ich obciecia do A <
K, ntK,t™! takze mialby wspoélna podreprezentacje, tj. nie bylyby rozlaczne. Mozemy zatem
ograniczy¢ sie do sprawdzenia, ze obciecia p’ i p” do A sa rozlaczne.

Poniewaz dla kazdego t € G'i a € A mamy t~'at € A, z definicji p, otrzymujemy

p'(a) = py(t™ at) = x(tat)p(e) = (t- x)(a)ly
oraz
p'(a) = px(a) = x(a)ly.
Oznacza to, ze p’ w obcieciu do A jest wielokrotnoscia t-x, a p” w obcieciu do A jest wielokrotnoscia
x- Ponadto ¢t - x # x, bo t ¢ K, a zatem p’ i p” sa roztaczne. O

Twierdzenie 6.6. Kazda nieprzywiedina reprezentacja G jest rownowazna my, , dla pewnego x € A
i nieprzywiedinej p € Rep(H,, V).

Dowdd. Niech 6 € Rep(G, W) bedzie nieprzywiedlna. Reprezentacja ResG 6 rozklada sie na sume
prosta reprezentacji nieprzywiedlnych, a wiec
W=@ Wy
X’Eﬁ
i w kazdej z podprzestrzeni W, operatory 6(a) (a € A) dziataja przez mnozenie przez x’'(a). Co
wiecej
Wy ={weW|VaeAba)w = x'(a)w}.

Istnieje taki y € A, 7e W, # {0}. Podprzestrzeri ta jest niezmiennicza dla podgrupy H, ¢ H ¢

G:dlaae A, he Hy,iwe W, mamy

0(a)(0(h)w) = (ah)w = O(hh™ ' ah)w
= 0(h)O(htah)w = O(h)x(h'ah)w
= (h ) (a)0(h)w = x(a) (O(h)w),

a wiec 6(h)w nalezy do W,,. Oznaczmy przez p odpowiednia reprezentacje H, na W,. Reprezen-
tacja ta jest nieprzywiedlna, gdyz powyzszy rachunek pokazuje, ze jesli h € H i w € W, to
f(h)w € W, wtedy i tylko wtedy, gdy h € H,. Nieprzywiedlnos¢ p jest tym samym, co fakt,
ze orbita dowolnego niezerowego w € W, przy dzialaniu H, rozpina caly podprzestrzen W,.
Gdyby dla pewnego w € W, \{0} podprzestrzen rozpieta przez {H(h)w ‘ h e HX} byta wiasciwa
podprzestrzenig W,, to orbita dziatania calej grupy H na w nie rozpinalaby cale przestrzeni W
(wektory {G(h)w ‘ h e Hx} rozpietyby podprzestrzen wilasciwg, elementy {H(h)w ‘ h € G\HX}
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lezalyby w podprzestrzeniach W, dla x’ # x, a elementy A w kazdej podprzestrzeni W dziataja
jak mnozenie przez liczbe), co stoi w sprzecznosci z nieprzywiedlnoscia 6.

Tak jak opisaliémy na poczatku niniejszej czeci, mozemy utworzyé podgrupe K, = AH, i
rozszerzamy reprezentacje p na K, w efekcie otrzymujac reprezentacje p,. Stad

dim Homg (Resgx 0,py) = 1.
Ale Homp (Resgx 6, py) = Home (6, Ind%x Py), & wiec
dim Homg (6, Indf(x py) = L.

Skoro 6 i Indgx Py = Ty,p 53 nieprzywiedlne (na mocy twierdzenia 6.5), otrzymujemy 6 ~ 7, ,. O

7. PRZYKLAD: REPREZENTACJE GRUPY DIHEDRALNEJ

Grupa dihedralna Ds,, jest to grupa symetrii n-kata foremnego. Oznaczajac przez r obrét o kat
27”, a przez s dowolng symetrie zachowujaca n-kat foremny wpisany w okrag jednostkowy, mamy

n—1

2 2 n—1
Dgn:{e,r,r,...,r , S, 8T, ST ..., 8T }

Podzbior A = {e,r,...,r"!} jest podgrupa normalng izomorficzng z Z,, a podzbior H = {e, s}
jest podgrupa izomorficzna z Zs taka, ze Do, = AH i An H = {e}. Innymi stowy Dy, = Z,, x Zo,
gdzie nietrywialny element Zs dziala na Z,, przez automorfizm

Zp 3b—n—beZ,.
Zbior A mozemy latwo utozsamié¢ ze zbiorem

{* [b=0,...,n—1} (7.1)

(charakterowi x przyporzadkowujemy x(1)), a dzialanie nietrywialnego elementu H na A odbywa

sie przez automorfizm
2xib _ 2m7ib
en —se n be{0,...,n—1}.

Tak wiec liczba i struktura zbioru orbit dziatania H na A zalezy od parzystosci n:

» gdy 2 | n mamy F — 1 orbit dwuelementowych (grupa izotropii trywialna) oraz dwie orbity
jednoelementowe (grupa izotropii Zs);
= gdy 21 n mamy an orbit dwuelementowych (grupa izotropii trywialna) oraz jedna orbite
jednoelementowa (grupa izotropii Zs).
Przeanalizujmy najpierw reprezentacje indukowane, ktére pochodza z konstrukcji opisanej w
czesci 6.1 od orbit dwuelementowych. Ustalmy wiec taka orbite i nalezacy do niej charakter x.
Innymi stowy ustalamy liczbe k ze zbioru

{1,...,2-1} gdy 2 | n,
{1,...., 21} gdy 2t n.
i mamy x(r’) = e dlab = 0,...,n—1. Poniewaz orbita jest dwuelementowa, mamy H, = {e},

K, = A oraz p, = x (W szczegdlnosci jest to reprezentacja jednowymiarowa: V = C). Stad
przestrzen Ind%: V sklada sie z funkcji f : Do, — C spelniajacych warunek
2mikb

f(grb):e_ " f(g)a gengbe{O,...,n—l}.

Widzimy wiec, ze kazda taka funkcja jest jednoznacznie wyznaczona przez swoje wartoSci np. na
elementach e i s. Ustalmy zatem izomorfizm A : Ind%{" V —C?

v [0

Wtedy A~! przyporzadkowuje wektorowi [ 5 | € C? funkcje

b 2mikb

— e noalTYpe, ae{0,1}, be{0,...,n—1}.

sr
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Oznaczmy przez o reprezentacje Ind%{” px- Wowczas dla kazdego g € Ds,, operator Ao (g)A~!

dziata jako L
= [ e

Podstawiajac g = r i korzystajac z podanego wyzej opisu funkeji A~! [%‘] otrzymujemy

27wik
Ar(As || — la] ,
8] |-

o [g — ]

Innymi stowy Ind%(" py Jjest rownowazna reprezentacji 8 € Rep(Da,,, C?) takiej, ze

0(7’):[6? 6_0] e(s):[‘l) (1)]

Teraz przejdzmy do reprezentacji zdefiniowanych w oparciu o orbity jednoelementowe. W tym
przypadku podgrupa izotropii jest izomorficzna z Zs, a wiec posiada dwie reprezentacje nieprzy-
wiedlne — trywialna i ,,znakowa’ przyporzadkowujaca nietrywialnemu elementowi Zs liczbe —1.
Niech wiec {x} bedzie orbita jednoelementowa. W przyjetej przez nas odpowiedniosci pomiedzy
A, a zbiorem (7.1) mamy

adlag=s

xe{-1,1} gdy 2| n,
x=1 gdy 2t n.
Co wiecej, skoro Hy, = H, mamy K, = A x H = Dy,, a wiec dla dowolnej nieprzywiedlnej
reprezentacji p grupy H, (ktéra musi by¢ jednowymiarowa) reprezentacja Ind%{” p jest réwna p, .
W przypadku 2 | n otrzymujemy zatem cztery reprezentacje 61, .. .6, pochodzace od par (x, p):
01 <« (x = 1,p — trywialna), 0y < (x = 1, p — nietrywialna),
03 «— (x = —1,p — trywialna), 0y < (x = —1, p — nietrywialna),
a w przypadku 2 1 n dostajemy tylko dwie ¢; i ¢ pochodzace odpowiednio od trywialnej i

nietrywialnej reprezentacji H.
Zgodnie z definicja p,, mamy

px(77%) = Py (s)py (r®) = p(s®)x(r®) = p(s)*x(r)", ae{0,1}, be{0,....,n—1},

co daje wartosci odpowiednio 61, ...,04 1 ¢1, @2 przedstawione w tabelach 11 2.

TABELA 1. Jednowymiarowe reprezentacje grupy Da,, gdy 2 | n

01 1 1
0o 1

05 || (=1)"| (=1)
64 (_1)b (_1)b+1

TABELA 2. Jednowymiarowe reprezentacje grupy Da,, gdy 21 n
IR EES

/| 1] 1

oo | 1| -1
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Zgodnie z twierdzeniem 6.6, powyzej opisalismy wszystkie (z dokladnoscia do réwnowaznosci)
parami nieréwnowazne nieprzywiedlne reprezentacje grupy Da,,.
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